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初等幾何の扱い（垂心）
－難しい補助線の除去－

A study on the Euclid geometry about orthocenter

－ To be overloaaded with certain the folding line－

数学科　荻原　洋介

＜要旨＞
教科書に書かれている垂心の証明で扱われる補助線は非常に技巧的である．好事家のためには良いかもしれない

が，全体教育で扱うには不向きである．基礎的な知識を積み重ねることによって証明可能である．
その証明の紹介と，それを基礎とした授業順序の提案である．

＜キーワード＞　幾何の指導順序の提案，難しい補助線の除去

１ はじめに
数学 A で扱う平面図形において，三角形に対する垂

心の存在証明は，教科書を見ても外心の存在に帰着させ
る方針で書いてあり，図 1が付されているのみである．
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まず，教科書の証明は鈍角三角形についての言及がな
い．同様の方針で証明できるのであるが，一言述べてお
かないと証明としては不完全である．
小平 [4]は，図 2も付した上で証明しており，さらに

別証明もある．
また，教科書の証明で利用される補助線は，それ自身

としても非常に思いつきづらい．
大学入試に平面図形が頻出であった頃の問題集（黒

木・山本 [6]）を調べてみたが，同様の補助線で解く問
題は掲載されていないことから考えても，この補助線は
応用性に乏しいようである．
閃きに頼る補助線は，特に幾何が苦手な者にとっては

非常に辛いものである．そこで，1年生程度の知識のみ
で，初等的でありかつ応用性のある証明を紹介すること
を試みてみた．その実践記録である．
なお，直角三角形の場合は自明であるから以下の証明

では省略する．

２ 証明
２－１ チェバの定理を用いる証明
ÇABCの各頂点から対辺へ，垂線 AP，BQ，CRを
引く．
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図 3，4を参照せよ．ÇACPÍÇBCQ であるから
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チェバの定理の逆を用いて，AP，BQ，CRは 1点で
交わる．
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鈍角三角形における証明は図 5 を参照すると，相似
の証明方法に対する相違はあるがそのまま適用できる．
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２－２ 方べきの定理を用いる証明
図 3，図 5を見ると，対角の和が 180Üである四角形の
存在に気づく．これから，四角形の外接円を利用するこ
とも考えられる．
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A，B から BC，CA へおろした垂線の足をそれぞれ
P，Qとし，APと BQの交点を Hとする．
Hから ABへおろした垂線の足を Rとする．
図 6を見よ．ÇABCが鋭角三角形のときは

ÎBPH+ÎBRH = 180Ü

である．
図 7を見よ．ÇABCが鈍角三角形のときは

ÎHPB = ÎHRB = 90Ü

であるから，円周角の定理の逆によって，いずれの場合
も 4点 B，P，H，Rは，BHを直径とする円周上にある．
この円について方べきの定理を用いて

AR ¢AB = AH ¢AP ................................ 5

また，ÇAHQÍÇACPであるから

AH : AQ = AC : AP

AH ¢AP = AQ ¢AC ................................ 6

5，6より，AR ¢AB = AQ ¢ACであるから，方べ
きの定理の逆を用いて，4点 C，Q，R，Bは同一円周上
にある．

ÎBRH = ÎCQB = 90Üであるから，この円の直径は
BCである．
ÎCRB = 90Üであるから，3点 C，H，Rは一直線上
にあり，AP，BQ，CRは 1点 Hで交わる．

３ 教科書再考
以上のように証明した上で，教科書の証明や演習問題

に戻ると生徒の読み方にも変化があるようである．
例えば，垂心の存在を先に証明しておいた上で，外心

の存在証明をするような流れにすると，明確な根拠があ
るわけではないと思われるが，各辺の中点を結ぶこと
で図 8 の構図を自然な形で導く生徒が少なからず出て
くる．
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すなわち図 8において，ÇABCの外心の存在を，各
辺の中点を結んでできるÇLMN の垂心の存在に帰着
させるという，教科書の証明の逆手順を誘導することも
可能になり，教科書の証明の発想を理解することに繋が
ると同時に，教科書で紹介している補助線の難しさが，
外側に補助線を引くことにあり，内側に補助線を引く方
が容易であるということについても考えさせることがで
き，理解の深化に繋がるようにすることも授業の方向性
として考えられる．
さらに，方べきの定理を利用した証明の場合には，参

考文献 [1]に掲載されている次の例題，および練習問題
も関連事項として扱うことができる．方べきの定理の練
習よりも一歩踏み込んで，6 式の振り返りと理解を促
すことも可能になる．
なお引用に際しては，筆者が問題をタイプし，図版も

作成したものを利用している．
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I¢8 右の図のよう
に，2つの円 O，O0 が
2点 A，Bで交わって
いる．線分ABの延長
上の点 Pから円O，O0

に引いた接線の接点をそれぞれ T，T0 とするとき，
PT = PT0 であることを証明せよ．
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O¢31 右の図のよ
うに，2点 A，Bで交
わる 2つの円O，O0に
それぞれT，T0で接す
る直線を引く．この直
線と直線 AB の交点を M とするとき，M は線分
TT0 の中点であることを証明せよ．

４ 総括と提案
以上のように難しい補助線を引かなくても，いくつか

の事実を積み重ねることで垂心の存在は証明できると同
時に，上記 2つの証明の考え方は，他の問題にも応用が
効くものである．
伝統的な証明方法を紹介することも教育では重要なこ

とであるが，自力で再現できる証明をすることで本当の
理解に繋がるのではないだろうか．
教える側としては，その両側面の観点から展開できる

ようにすることが望ましいように思われる．
筆者が実際に授業を行った際には，チェバの定理の証

明を紹介した．そのために，平面図形の指導順序を，
1.メネラウスの定理，チェバの定理，方べきの定理
2.三角形の五心
のようにしたが，体系的に教えられるという点でメリッ

トは大きいと考える．
また，本稿の内容を理解していれば次の問題への対応

は容易になるだろう．この問題であれば，以上の証明の
後に 1年生で十分対応可能である．
以上甚だ簡単ではあるが，参考になれば幸いである．

Q 鋭角三角形ÇABCにおいて，頂点A，B，C
から各対辺に垂線 AD，BE，CFを下ろす．これら
の垂線は垂心 H で交わる．このとき，以下の問い
に答えよ．
Ñ 四角形 BCEF，AFHE が円に内接すること
を示せ．
Ò ÎADE = ÎADFであることを示せ．

（2016 東北大学，前期，文理）
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